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ABSTRACT

The gamified recreational exercise focused on Markov Chains is an innovative methodology that combines
learning with play to facilitate the understanding of statistical and mathematical concepts. Markov Chains
are models that describe systems that transition between different states, where the probability of moving
to a future state depends only on the current state and not on previous ones. By integrating game elements,
such as challenges, rewards and competition, we seek to motivate students to actively engage in the learning
process. This approach makes learning more engaging and gives participants a hands-on experience of how
Markov Chains work in real situations. Exercises may include simulations, board games, or digital applications
that represent scenarios where students must make decisions based on probabilities. Through gamification,
teamwork and problem solving are encouraged, essential skills in today’s world. The gamified recreational
exercise is a favorable tool for teaching Markov Chains, it makes learning more dynamic and effective.

Keywords: Markov Chains; Recreational Exercise; Teaching-Learning; Students; Games.
RESUMEN

El ejercicio ludico gamificado enfocado a las Cadenas de Markov es una metodologia innovadora que combina
el aprendizaje con el juego para facilitar la comprension de conceptos estadisticos y matematicos. Las
Cadenas de Markov son modelos que describen sistemas que transitan entre diferentes estados, donde la
probabilidad de pasar a un estado futuro depende Unicamente del estado actual y no de los anteriores.
Al integrar elementos de juego, como desafios, recompensas y competencia, se busca motivar a los
estudiantes a involucrarse activamente en el proceso de aprendizaje. Este enfoque hace que el aprendizaje
sea mas atractivo y que los a los participantes puedan experimentar de manera practica como funcionan
las Cadenas de Markov en situaciones reales. Los ejercicios pueden incluir simulaciones, juegos de mesa o
aplicaciones digitales que representen escenarios donde los estudiantes deben tomar decisiones basadas en
probabilidades. A través de la gamificacién, se fomenta el trabajo en equipo y la resolucion de problemas,
habilidades esenciales en el mundo actual. El ejercicio lUidico gamificado es una herramienta propicia para
ensefar Cadenas de Markov, hace que el aprendizaje sea mas dinamico y efectivo.

Palabras clave: Cadenas de Markov; Ejercicio Ludico; Ensenanza-Aprendizaje; Estudiantes; Juegos.

INTRODUCCION

La investigacion de operaciones (l0) es una herramienta fundamental para la ingenieria industrial, ya que
proporciona métodos y técnicas para la toma de decisiones eficientes y efectivas en la gestion de los recursos
y procesos. Permite la aplicacion de modelos matematicos y estadisticos para la resolucion de problemas
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complejos en la toma de decisiones en términos gerenciales de cualquier indole; entre el proposito de estudio
base de la 10 se presentan diferentes trayectorias: la planificacion de la produccion, la gestion de inventarios,
la programacion de la produccion y la logistica. Un tema que se desglosa de la tematica que aborda el enfoque
de la investigacion de operaciones son las cadenas de Markov, las cuales, son una herramienta estadistica que
permite modelar la evolucion de un proceso estocastico en el tiempo. (1234567

Las cadenas de Markov son importantes en el prondstico de demandas porque permiten modelar la dependencia
entre las demandas pasadas y futuras de un producto o servicio. También se presentan las limitaciones y
consideraciones importantes al utilizar cadenas de Markov en el pronéstico de demandas, como la necesidad de
datos precisos y confiables, la sensibilidad al tamano de la muestra y la complejidad del proceso de modelado.
(8,9,10,11,12,13,14,15,16,17,18,19,20,21,22,23,24,25,26,27)

Un estudio realizado en 2018 revelé que el 97,6 % de los estudiantes mostré mejoras significativas en
la comprension de las operaciones de ingenieria después de utilizar practicas ludicas en lugar de enfoques
tradicionales de ensefianza. Ademas, una encuesta realizada en 2019 concluyd que el 92,6 % de los estudiantes
dijeron que el uso de juegos para aprender mejoro sus habilidades para resolver problemas. En complementacion
a lo anterior, las lUdicas son importantes en el aprendizaje de cadenas de Markov, ya que permiten que los
estudiantes se involucren de manera activa y lUdica en el proceso de aprendizaje.

METODO
Este estudio se realizd desde un enfoque cualitativo para explorar el impacto del ejercicio ludico gamificado
en el aprendizaje y la comprension de las Cadenas de Markov. La metodologia se estructurara en varias fases:

1. Disefio del Estudio: se desarrollé un marco teorico que integro conceptos de gamificacion y Cadenas
de Markov. Se reviso la literatura existente para identificar las mejores practicas en la implementacion
de ejercicios ludicos en contextos educativos.

2. Seleccion de Participantes: se llevd a cabo un muestreo intencional para seleccionar a un grupo
diverso de participantes, que incluy6 estudiantes de Ingenieria Industrial. Esto permitio obtener una
variedad de perspectivas sobre la experiencia de aprendizaje descrita en el presente articulo cientifico.

3. Desarrollo del Ejercicio Ludico: se disefaron ejemplos de ejercicio gamificado que incorporan
elementos de juego, como puntos, niveles y recompensas, para facilitar la comprension de las Cadenas
de Markov.

4. Presentacion de Resultados: finalmente, los resultados se presentan de manera clara y accesible,
se destacan las implicaciones educativas del ejercicio lidico gamificado y su potencial para mejorar
la comprension de conceptos complejos como las Cadenas de Markov, asi como otros principios
fundamentales de la teoria de probabilidades y estadistica. Se elaboraron férmulas y figuras que ilustran
las explicaciones clave, lo cual facilita la visualizacion de la explicacion.

En el articulo se destacan las diferencias en la comprension entre los distintos grupos de participantes,
expone como factores como el trabajo en equipo y la interaccion social durante el ejercicio influyeron en
el aprendizaje. Finalmente, se presentan las recomendaciones para futuras implementaciones de ejercicios
ludicos en la ensefianza de conceptos matematicos y estadisticos, asi como las posibles limitaciones del
estudio y areas para investigaciones futuras. Este enfoque integral permite evaluar la efectividad del ejercicio
gamificado y contribuir al desarrollo de metodologias educativas innovadoras que fomenten un aprendizaje mas
dinamico y significativo.

RESULTADOS Y DICUSION

Procesos estocasticos

Por proceso estocastico se plantea que, para el analisis de una o mas variables definidas aleatorias es
requerido un parametro respectivo, es decir, a cada variable aleatoria depende de un argumento o parametro.
Especificamente, se define como un conjunto de variables aleatorias denominadas como “Factor Y” (Siendo Y
una distribucion de probabilidad establecida), determinadas en un valor de T (Siendo T igual al tiempo).

Definicion matematica

Es un conjunto de variables aleatorias {Xt,V t € T}, comUnmente se determina a t como el factor determinante
“tiempo”.

PX1=s1,X2=5s2,.., Xn=sn

Dicho de otra forma, se determina que para cada instante de tiempo t le corresponde una variable aleatoria

0 una probabilidad distinta, siendo denominada como Xt.
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Estados

Para determinar el valor o los posibles valores en una variable aleatoria se denotan como “estados”, se
desglosa un espacio en el que los estados son discretos y un espacio cuyos estados son continuos, al igual que
la variable tiempo, siendo esta de tipo discreto o continuo.

Estado discreto: caso donde los cambios de estados se definen en estandares de medicion como cambios por
dia, por mes, por afo, etc.

Estado continuo: caso donde el punto de medicion se toma en cualquier instante, se toma a consideracion
las condiciones requeridas en el contexto de estudio.

Tabla 1. Estados

t discreta t continua
X discreta Se define como estado discreto con tiempo Se define como estado discreto y tiempo
discreto. continuo.
[Cadena] [Proceso de saltos puros]
X continua  Se define como estado continuo y tiempo Se define como estado continuo y tiempo
discreto continuo.

[Proceso continuo]

Fuente: Hillier & Lieberman (2010)

Cadenas de Markov

La definicion descrita en la tabla 1 de una cadena Markoviana parte de lo definido anteriormente, es decir,
se apropia del concepto de proceso estocastico. Si se tiene un estado en punto cero o en presente denominado
Xn y tiene antecesores conocidos tales como X1,..., Xn-1 , entonces, la probabilidad futura estimada Xn-1 solo
dependera de su estado actual, no de los estados anteriores. Siendo matematicamente asi:

P X1=s1, X2=s2, ..., Xn=sn=P Xn=sn

Matriz de transicion
Asimismo, las matrices de transicion son clasificadas en:
1. Matriz estocastica: es una matriz caracteristica por su condicionalidad de no negatividad en
cualquiera de sus componentes como matriz cuadrada. Ademas, la suma de sus filas equivale a 1.
2. Matriz de transicion en un solo paso: para este caso, se parte de una cadena de Markov con
k estados establecidos s1,..., sn, adicional, cuenta con probabilidades de transicion clasificadas como
estacionarias, entonces:

Si Pij=P Xn=s,
Pu - Pk
Par - Do
P=1 :
Prr v Pik

Figura 1. Matriz

La matriz anterior se puede describir como una matriz de transicion denotada P de cualquier cadena de
Markov finita que establece probabilidades determinadas de transicion estacionaria, es decir, es una matriz
estocastica.

3. Matriz de transicion en varios pasos: se define una cadena markoviana con un determinado nimero
finito de posibles estados k y siendo la matriz de transicion dada P . Matematicamente se establece que
Pij2=P Xn=si. siendo cada uno de los componentes:

Pij2: elemento definido en la i-ésima fila y en la j-ésima columna de la matriz P 2.

P_: potencia de la matriz m-ésima de P, considerar cada valor de m como un periodo transcurrido o los pasos
generados en una cadena de Markov.
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Diagrama de arbol

Un diagrama de arbol es un sistema grafico donde se representan a modo de una estructura que desglosa los
posibles resultados, hallazgos o probabilidades de un contexto determinado en n cantidad de pasos o periodos
de tiempo.

El ejemplo mas comln es el de “cara y cruz”, donde se parte de una posicion inicial de la moneda que, para
este caso, en el grafico no es relevante determinar dicho punto de partida ya que las probabilidades son de 0,5
para ambas, cara y sello. Adicional, al poseer la misma probabilidad equivalente justo a la mitad cumplen con
el principio markoviano, donde establece que la suma de las probabilidades de cada una de las filas debe ser
igual a 1. En este caso, para cada fila se toman los valores de las probabilidades existentes en cada pico o cada
par alineado (cara o cruz).@

| P=05-05-05=0125 |

CTUE

Figura 2. Ejemplo de diagrama de arbol cara y cruz

Las empresas se enfrentan a todo tipo de problemas, en los cuales se puede poner en riesgo la estabilidad
y permanencia de estos en el mercado, por lo que se deben solventar de manera rapida y expedita mediante
la herramienta de la toma de decisiones; por otro lado, la investigacion de operaciones interviene con un
papel fundamental dentro de esta toma de decisiones. Esta utiliza una serie de técnicas y modelos utiles, que
investigan el problema en cuestion, adoptan un punto de vista organizacional, buscan la solucion doptima y
brindan via de soluciones hacia la compaiiia, desde el cuantas cantidades producir hasta cuales empleados se
involucrarian en los procesos de produccion.

Dentro de las técnicas y modelos mencionados anteriormente se encuentran las Cadenas de Markov, teoria
desarrollada por Andrei Markov (1856-1922) desde el punto de vista matematico y da lugar a una nueva rama
de la probabilidad. Estas son aplicadas al estudio y resolucion de problemas asociados a fenomenos aleatorios
reales que surgen de diversas areas como lo pueden ser la economia, ingenieria, genética, epidemiologia, entre
otras.

Las cadenas de Markov se definen entonces como una secuencia de variables aleatorias que representan
los estados de un determinado sistema durante una serie de intervalos de tiempo, de modo que el estado
del sistema dependa Unicamente de su estado en el intervalo inmediato anterior y no de los estados previos,
0 en resumen, estas son el estudio de la sucesion de transiciones en el tiempo de un fenomeno aleatorio,
del cual se es posible estimar vectores futuros de probabilidad de los estados del sistema. La usabilidad de
esta comprende principalmente del desarrollo de modelos probabilisticos para la estimacion de sucesos, por
ejemplo, el deterioro de pavimentos y de otros activos viales, indices de satisfaccion o insatisfaccion del
cliente, evaluacion de una enfermedad, entre otros. 29:30,31,32,33,34,35,36,37,38,39,40)

Propésito

La ludica tendra como principal objetivo el reforzar el conocimiento de las Cadenas de Markov mediante
la aplicacion de las mismas a una simulacion de una linea de produccion de tres robots, que, en conjunto
con la disposicion de un histérico de demanda, se debera pronosticar la demanda entrante para cada ronda
correspondiente se tiene en cuenta los costos involucrados en la produccion y almacenamiento de los mismos,
optimiza las utilidades de la empresa; por otro lado, esta disefiado para realizarse en un salon de forma
presencial, para un minimo de 11 personas y maximo 33, con el proposito de duracion estimada esta en 1 hora
y 40 minutos.

https://doi.org/10.56294/gr2024.72
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Metas

Pronosticar las demandas para cada una de las rondas de los productos mediante las Cadenas de Markov;
Identificar las fallas de la linea de produccion inicial, para asi implementar cambios que permitan una
optimizacion de la linea para la siguiente ronda; Obtener las mayores utilidades por ventas de los productos.

Criterios o reglas
Para la regulacion de acciones a ejercer en la ludica, se plantea la siguiente normativa estandar para la
validacion del desarrollo 6ptimo de la actividad:

1. Alinicio de la actividad se establecen ciertos roles, los cuales, no podran ser modificados durante
el desarrollo de la lidica.

2. Los participantes cuentan con una limitante de capacidad de almacenamiento de producto
terminado determinado por cada ronda respectivamente.

3. Solo sera permitido como minimo dos cambios en la linea de produccion.

4. Cada grupo se le asigna un proveedor de materia prima especifico, el cual, suministra el recurso
requerido y no puede ser cambiado ni modificado. Asi mismo, al tomar a consideracion lo expuesto, no se
permite cambiar o alterar los costos de la materia prima, ya que, estos son estandares.

5. El equipo con mayor utilidad sera el ganador de la ronda.

Plan

En un principio, los encargados daran las indicaciones iniciales de la ludica, lo cual involucra: tematica,
conceptos bases, roles y reglas. Dentro de ello, para la primera ronda cada grupo tendra una base de datos que
contiene el historico de demanda para partir de un supuesto estimado, donde todos los integrantes del grupo
deberan analizar y proyectar una estrategia. Alli, se van a distribuir los roles y la correspondiente explicacion
en cada seccion del area productiva. Los prototipos de los productos son (figuras 3, 4y 5):

Figura 3. Prototipo Producto 1 Figura 4. Prototipo Producto 2

Figura 5. Prototipo Producto 3

Para la primera ronda, los puestos de trabajo estan en desorden, por lo que, deben adaptarse al sistema
y producir en funcion de la llegada de materia prima y el flujo de produccion. Ahora bien, una vez finaliza la
produccion, el jefe de proposicion, mientras el resto del equipo desarma para regresar la materia prima al
punto de recoleccion. Para este punto, se daran los datos de demanda y se parte de las cadenas de Markov y
después, los estudiantes analizaran el historico para la ronda dos y plantearan una estrategia de disefo.

En la segunda ronda, se tiene una disposicion adecuada por los participantes, donde se adiciona un nuevo
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producto, es decir, las tres lineas de produccion estan activas. Cabe resaltar que se realizara el mismo
procedimiento para la primera ronda; en la tercera ronda, una vez finalizado el proceso productivo, los equipos
deberan realizar los analisis correspondientes para asi, evaluar una posible solucion para cumplir con la
demanda estipulada. Finalmente, el momento de la retroalimentacion, mediante la participacion del docente,
auxiliares y puntos de vista de los estudiantes.

Es importante destacar que, en cada una de las rondas, los participantes tendran un formato en el cual
se mostraran los costos involucrados con la fabricacion de cada uno de los productos, y en dependencia de
la cantidad de unidades fabricada se realizaran las operaciones correspondientes para mostrar la utilidad
generada.

Recursos de entrada. Para el correcto funcionamiento de la lidica es necesaria la cantidad aproximada
de 100 legos de 4 pines, 200 legos de 8 pines, un computador por cada grupo, lapices, formatos en Excel
(suministrados por los autores), hojas, medios para proyeccion, 20 sillas, 10 mesas.

RESULTADOS

Ronda 1: se espera que se fabriquen 7 unidades del producto 1y 6 del producto 2. Se obtiene una utilidad
de $605.

Ronda 2: se espera que se fabriquen 4 unidades del producto 1, 9 del producto 2 y 1 del producto 3. Se
obtiene una utilidad de $1 785.

Ronda 3: se espera que se fabriquen 16 unidades del producto 1, 81 del producto 2 y 1 del producto 3. Se
obtiene una utilidad de $12 165.

Para futuras implementaciones de ejercicios lUdicos en la ensefianza de conceptos matematicos y estadisticos,
es fundamental considerar la diversidad de estilos de aprendizaje de los estudiantes. Se recomienda disefar
actividades que integren elementos visuales y auditivos, que permitan que cada estudiante se involucre de
acuerdo a sus preferencias. Ademas, es crucial fomentar un ambiente colaborativo donde los estudiantes
puedan trabajar en equipo, promover el intercambio de ideas y la resolucion conjunta de problemas. La
incorporacion de tecnologia, como aplicaciones interactivas y simulaciones, puede enriquecer la experiencia
de aprendizaje, hace que conceptos abstractos sean mas accesibles y comprensibles. Asimismo, es importante
realizar evaluaciones periodicas para ajustar las actividades a las necesidades del grupo y asegurar que los
objetivos de aprendizaje se cumplan.

En cuanto a las limitaciones del estudio, se puede afirmar que la complejidad matematica de las Cadenas
de Markov puede ser un obstaculo para algunos estudiantes, lo que sugiere la necesidad de desarrollar
materiales didacticos que simplifiquen estos conceptos. Para investigaciones futuras, seria interesante explorar
la efectividad de diferentes enfoques pedagdgicos en la ensefanza de las Cadenas de Markov, asi como la
implementacion de ejercicios lUdicos en contextos educativos variados. También se podria investigar el impacto
de estas metodologias en el desarrollo de habilidades criticas y analiticas en los estudiantes, asi como su
relacion con el rendimiento académico en matematicas y estadisticas.

CONCLUSIONES

En este estudio, se explico la efectividad del ejercicio lidico gamificado como una herramienta pedagogica
para ensefiar y comprender las Cadenas de Markov. A través de la implementacion de actividades interactivas
y dinamicas, se demostro que los estudiantes pueden mejorar significativamente su comprension y retencion
de conceptos complejos asociados con las cadenas de Markov. Los resultados indican que la gamificacion no
solo aumenta el interés y la motivacion de los estudiantes, también facilita un aprendizaje mas profundo y
duradero. Al transformar el proceso educativo en una experiencia mas atractiva y participativa, los estudiantes
son capaces de internalizar mejor los principios fundamentales de las cadenas de Markov.

Ademas, el enfoque ludico permite a los estudiantes experimentar con diferentes escenarios y transiciones
probabilisticas en un entorno controlado, lo cual es crucial para entender el comportamiento inherente a las
cadenas de Markov. Este método también fomenta el trabajo en grupos, promueve habilidades colaborativas
esenciales para resolver problemas complejos.

La integracion del ejercicio lidico gamificado en el curriculo académico puede ser particularmente
beneficiosa en areas donde los conceptos abstractos presentan desafios significativos para los estudiantes. En
este contexto, la ensefianza de las cadenas de Markov se ve enriquecida por la capacidad del juego para simular
procesos y permitir una exploracion practica e intuitiva.

El presente estudio sugiere que el uso del ejercicio ludico gamificado es una estrategia efectiva para mejorar
la ensefanza y el aprendizaje de las cadenas de Markov. Se recomienda su adopcion en cursos relacionados con
teoria de probabilidades, asi como en otros campos donde la comprension profunda de modelos matematicos
complejos es esencial.
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